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1. Casové fady

Data, ktera vytvieji ¢asovouradu, vznikaji jako pozorovani, uspdané chronologicky (ase).
S tim se mMiZeme setkat jak v technice, sp@askych ¥dach nebo v ekonomice.

Cilem analyzyasové&ady je ¥tSinou konstrukce odpovidajiciho modelu.
To umozni porozuit mechanismu, na jehoz zaktgdou sledované Gdaje generovany.

Znalost modelu umditije gredpovidat budouci vyvoj systému. Konstrukce modehoziuje ridit a
optimalizovatéinnost gisluSného systému vhodnou volbou vstupnich pararagi@atesnich
podminek

Volba metody pro analyztasovychiad zavisi pedevsim na
1. U¢elu analyzy

2. typucasovéady

3. zkuSenosti statistika

S daty, usptadanymi datasové&ady souvisi dkteré specifické problémy. Jsou to:

1. problémy s volbodasovych botl pozorovani (na jedné stiaje nezadouci gt pozorovani
.zhu&ovat z hlediska slozitosti numerickych vyfid, na druhé strannesmi byt pozorovani
prilis ,fidk&" aby nemohl uniknoutditery charakteristicky rygady)

problémy s kalendém ada je zatizena nezadoucimi kalemnd@i nepravidelnostmi)
problémy s délkogasovychrad — rgkteré metody analyzy vyZadujidgiiou minimalni délkurady,
na druhé stranje nebezpd, Ze se prbéhemcasu podstathméni charakteristiky modelu, takze
jeho sestaveni se stava ob¥2n(je nutné fipustit nag. zmény paramett modelu wase atd.)
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2. Dekompozice €asovych fFad

Casovérady mohou byt rozlozeny n&kolik sloZek:

trend

sezoénni slozka

cyklicka slozka

rezidualni (ndhodnd) slozka
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Trend odrazi dlouhodobé zimy v prfimérném chovanéasovérady. Vznika v dsledku fisobeni sil,
které systematickyisobi ve stejném siru.

Sezénni slozkaopisuje periodické zémy v casov&ads, které se odehravajébem jedné sezény
(nap. kalendéniho roku) a kazdou dal3i sezonu se opakuji. Sézboitka je zpsobena takovymi
faktory jako nap. stidani r@énich dob, v ekonomické oblasti rfapidské zvyky apod..

Cyklicka sloZka je periodicka sloZka, kterd jeékdy popisovana jako fluktuace okolo trendui@kni
fazi mistu a poklesu). Délka a intenzita dykhtze byt proninliva. Cyklicka slozka riize byt
dusledkem vgjSich vliva, vytipovani gicin ale miZze byt obtizné. Typickymifkladem cyklické
sloZky je obchodni cyklus v ekonomice (konjunktdrarize — deprese)

Nahodna sloZzkaje tva‘ena ndhodnymi pohyby (fluktuacemi) vipghu casovéady, které nemaji
rozpoznatelny systematicky charakter. Pokryva tdikdoy nEreni nebo chyby vypetni
(zaokrouhlovani). Z pohledu statistiky se jedrd#l$ Sum s normalnim roztenim.



Zatimco trend, sezénni a cyklicka sloZka jsou fiikksu, nahodna sloZka je posloupnosti nahodnych
veli¢in.

Casovouradu si tedy rizeme pedstavit jako trend, na ktery jsou ,nabaleny* peitié slozky
(sezoénni a cyklickd) a bily Sum.

Pro dekompozici je k dispozicikolik piistupi:

Klasické dekompozéni metody kladou diraz na systémové slozky a jednotlivA pozorovani se
obvykle berou jako nekorelovan@asto pouzivanym nastrojem v dekomgozth metodach je
regresni analyza.

Boxova-Jenkinsova metodologie dekompozigasovérady bere naproti tomu za zakladni prvek
konstrukce modeldasovérady rezidualni (nahodnou) slozku, kterézm byt tvdena korelovanymi
(zavislymi) nahodnymi vetinami. TeZiSt spaiva praé ve vySetovani tchto zavislosti, v tzv.
korela&ni analyze.

Nejjednodussi model, s nimz tato metodologie pegajtzv. model klouzavych séi — MA. Je
vhodny pro¢asovouradu, v niz jsou vSechna pozorovani navzajem naekeaeh aZ na bezprastini
sousedni dvojice. Jinymi typy modgkou autoregresni modely AR nebo smiSené modeAR
Profady se zjevnym trendovym nebo sezénnim charakteretodologie pouziva integrované modely
ARIMA nebo tzv. sezonni modely, v nichZ sezénnicmgbndova sloZka fize byt modelovana
stochasticky. Boxovy-Jenkinsovy modely jsou dal@&ribilnéjSi nez dekompozni modely
(flexibilitou modelu rozumime schopnost modelu ddagt se rychle na znény charaktetasové
fady).

Zcela odliSny pistup analyzyasovychiad jespektralni analyza(nékdy se oznéuje také jako
fourierovska analyza).

Zkoumanowasovouradu povaZuje za (nekatreou) snés sinusovych a kosinusovychivek

s riznymi amplitudami a frekvencemi. Pomoci speciélrsigtistickych néstréjje mozné fi
spektralni analyze ziskat obraz o intehzaistoupeni jednotlivych frekvenctasov&ad (tj. o
spektrurady). Lze vytipovat frekvence, které jsou v déaek zastoupeny nejvyrazj a explicitns
odhadnout koeficienty periodickych slozek odpovidah €mto frekvencim. Spektralni analyza je
vhodné pi srovnavani chovani¢kolika fad, umo#uje naléztasoveé zpozthi meziradami.

3. Boxova-Jenkinsova metodologie

Obecré mazeme jakykoli linearni model zapsat ve tvaru:
y= G.u+H.e (3.1)

kde
y vystupni velkkina
u vstupni vellina
G prenosova funkce - vyjddje dynamické vlastnosti systému, tj. zavislost
vystupu na vstupu

e bily Sum (ruSeni) — vyjdidje skuténost, Ze se stejnym vstupem dostaneme
rizny vystup
H ,noise model“ (jak fisobi ruSeni na vystup ze standardizovaného zdroje

RusSeni e(t))



Pri analyzecasov&ady v ramci Boxovy-Jenkinsovy metodologie je postg¥no rozdlit do tii
kroku:

1. Identifikace
2. Odhad parameirmodelu
3. Owetrovani modelu

Pro vybudovani spolehlivého modelu podle této matugle je teba mit k dispozici alespb0
pozorovani [1].

Prakticka aplikace metodologie je dosti nakladdaso nar@nda. Proto seiiedpoklada pouziti
pocitace.

Metoda pedpoklada autokoralai vlastnosttasovychrad. Stacionaritdasovérady znamena, Zze
chovani tétdady je v jistém smyslu stochasticky ustalené. Stamini proces je rovnaime vyvazeny
(tj. s konstantnim rozptylem)figemz zavislost mezi éma libovolnymi pozorovanimi zavisi pouze
na jejich vzajemnéasové vzdalenosti a nikoli na jejich skirtémcéasovém umisghi v rads.

Chovani autokoretmi funkce je dlezitym ukazatelem, protoZe napovida, jaky typ no@epro
danoucasovouradu vhodné pouZit — toto chovaaéntifikuje pislusny model

Autoregresni model (dale ozfmvany jako AR) je specialnifipad obecného linearniho modelu podle
Box-Jenkinsovy metodologie. V praxi se kriomR modelu pozivaji je&ttaké procesy MA (proces
klouzavych soétt) nebo ARMA (smiSeny proces). Tyto procesy jsouskrovany co nejuspogji,

aby obsahovalyim jak nejmensi pget paramefr. Volba parametr se omezuje tak, aby byla zéema
podminka stacionarity a invertibility modelu — lgi¢iz rozbor AR modelu.

4. AR model

Autoregresni modelasovérady je zaloZzen na poznatku, Ze kazda hodnétsov&ads, je v relaci
(zavislosti) s pedchozimi hodnotami tétady.

Autoregresni model AR(gadu p je definovan takto:

Yo = blyt—l +b2yt—2 +ee +bpyt—p & (4.1)

kde b,b,---b, ... koeficienty autoregresniho procesu
&, ... bily Sum (sotiasna hodnota)
Y, ... nova hodnotéady vyp@tena na zaklagdpredchozich hodnot

nebo pomoci operatoru &pého posunuti B I1ze AR model zapsat jako
b(B).y, =&, (4.2)

kde b(B) je tzv. autoregresni operétor.



Pozn.
Operétor zptného posunutB je pro linearni proces definovan takto:

B.Y, =V (4.3)

a lze jej aplikovat vicenasobiako
By, =y, (4.4)
z toho pak vyplyva zapis AR(p) procesu jako (4.2).
Proces AR(p) odpovidé linearnimu procesu zapsafigmnunvertovaném tvaru (s kotieym patem
nenulovych paramet}. Proces AR(p) je stacionarni, jestlize vSechngficienty polynomu b(B) lezi

vné jednotkového kruhu (v komplexni roén

Podstacionaritou¢asové fadyrozumime to, Ze charakter téady zistava vcase stejny @etre udrzovani
konstantni Grové) [1, str. 123]

Invertibilni procesnazyvame linearni proces, ktery uing zapis ve tvaru, kdy jeho s@sna hodnota je
vyjadena pomoci minulych hodnot a gaané hodnoty bilého Sumu. Invertibilita mésjni vyznam pro
konstrukci pedpowdi. [1]

Stredni hodnota stacionarniho procesu AR(p) je nulova.

Autokorelaéni funkce AR(p) procesu ma tvar
P =G +--+a Gf k>=0 (4.5)

kde a .... jsou konstanty
G .....jsou kaeny polynomu b(B), které jsou navzajeiamé a lezi véajednotkového kruhu

Autokorela&ni funkce procesu AR(p) je tedy v podstimearni kombinaci klesajicich geometrickych
posloupnosti a sinusoidanych frekvenci s geometricky klesajicimi amplitonila

Pro vyp@et paramefr procesu AR(p) pomoci hodnot jeho autokateidunkce se pouziva tzv.
Yuelova-Walkerova soustava linearnich rovnic:

,01=b1+b2,01+"'+bp,0p_1
P, :b1p1+b2+"'+bppp—2

pp:blpp—l+b210p—2+”'+bp (46)
Redenim (4.6) dostaneme paramétgyrocesu vyjatené pomoci hodnot autokoréta funkce.
Zpracovani signélpomoci linearnich modije alternativou k zpracovasasovérady pomoci

spektralni analyzy (rychlé Fourierovy transformaé®)zdily mezi obma metodami se snizuji
zvySovaninradu AR modelu.



5. DalSi typy linearnich model G (MA, ARMA, ARIMA...)

5.1. Model klouzavych sou ¢ta MA

Proces MA(q) - z anglického Moving Averagé&du g Ize zapsat takto:

Ve SE FTWE L FWE L, + W E (5.1)
kde  w.... jsou parametry modelu

&, ... bily Sum
nebo pomoci operatoru &pého posunuti

Y, =W(B)¢, (5.2)

Proces MA(q) je stacionarni pro libovolnou volbhgeparamefr a jeho stedni hodnota je nulova.
Proces MA je invertibilni, jestlize vSechnyikemy polynomu w(B) lezi whjednotkové kruhu (v
komplexni rovir).

Resenim soustavy nelinearnich rovnic autokéréléunkce MA Ize ziskat hodnoty paramiet.

5.2. SmiSeny model ARMA

Kombinaci proces AR(p) a MA(q) dostaneme smiSeny proces ARMA(p,q).

Proces ARMA(p,q) mizeme zapsat pomoci symboliky operatorétzeho posunuti B jako
b(B)y, = W(B)¢, (5.3)

Podminka stacionarity procesu ARMA je shodna s gollou stacionarity procesu AR(p) a podminka
invertibility procesu je shodna s podminkou invality procesu MA(Q).

Stredni hodnota procesu ARMA je nulova a jeho autdlkoné funkce vyhovuje podobné soustav
diferertnich rovnic jako v fipac AR procesu.

Pro z&pis proc&ésARMA (nebo AR) Ize pouzit#kolik alternativnich moznosti
a) ve tvaru diferedni rovnice

b) ve tvaru linearniho procesu

c) ve invertibilnim tvaru

Pro kazdy AR moddiadu p Ize nalézt ekvivalentni MA model s dostafen paitem g elemerit
ruseni.

Nékteré ekonomické nebo obchodiasové&ady mohou byt modelovany s celkem malyndtpm p a
g prvki v podolg modelu AR, MA nebo modelu ARMA.

Cilem je najit nejmensi et p a q prvk, potebnych k uspokojivéipdpowdi casov&ady.



5.3. Integrovany smiSeny model ARIMA

NejobecrjSim modelem je nestacionarni integrovany smiseogahARIMA(p,d,q), kde I
znamend integraci. Prvni vyhodnoceni modelu ARIM#veril J. Durban v roce 1960. ARIMA
modely umo#uji popis proces, u kterych nejenze dochazi ke&rmm Urove, ale tyto zniny mohou
mit nesystematicky, ndhodny charakter (cozZ jedpsmvé&ady z praxe &né). Tento model modeluje
stochasticky vedle nahodnych fluktuaci i trendostmZku. Modely ARMA se konstruuji az pradu
prvnich nebo vySSich diferentdasové&ady, u konstrukce ARIMA modelu nepoZzadujeme staanidn
analyzovanéady.

Pro Uplnost uvadim definici modelu ARIMA(p,d,q)

b(B).v, =w(B).&, (5.4)
kde

v, =A%, (5.5)

je d-ta diference modelovaného procesu y pro pre¢kde proces v je vliastmproces ARMA(p,q)
s nenulovou $edni hodnotu).

Diferenéni operator je mozno vyjéitl pomoci operatoru Ztného posunuti jako
A=1-B (5.6)

6. Vystavba model G

6.1. Identifikace modelu

Je prvni fazi vystavby modelu. Ukolem je rozhodngaky typ modelu pouzit (AR, MA, ARMA) a
explicitré urit f&d modelu.

Jestlize sedni hodnota stacionarniho procesu neni nulovytjgé danodiadu centrovat. Offpadné
nenulovosti gedni hodnoty Ize rozhodnout na zakladjakého statistického testu (srovname
aritmeticky pfimér, coz chapeme jako odhadestni hodnoty s dvojnasobkem odhadnutérsaatné
odchylky).

Vlastni identifikace je zaloZena na zkoumariipghu odhadnuté autokorela funkce a parcialni
autokorelani funkce [1], tabulka str. 124 al125. Snazime stitz¢xistenci pipadného identifikéniho
bodu kO (tj. hodnota, za kterou autokoteliafunkce zaina byt nulova) nebo zjistit, Ze takova hodnota
k vibec neexistuje. Chovani autokotglafunkce napovida, jaky typ modelu je vhodné panail

fadu pouzit

6.2. Odhad parametr & modelu

V sowasné dob existujefada odhadovych procedur. Jejich popis jeemé&omplikovany a k jejich
provedeni je zaptdbi pouzit péitate (pouziji se hrubé odhady parametriskané ghem identifikace

a ty se dale zpracovavaji v iténdch procedurach. Zakladegthto procedur je jsou odhadové metody
nejmensiclEtverai).



Nékteré z moznych metod odhadu parafhetrtoregresniho modelu AR(p) jsou:

a) Least-squares method (metoda nejmendiodral)

b) Yule-Walker method

¢) Burg's method (,maximalni entropie*) — dopgayvana metoda pro modelovani Sirokopasmovych
signah [4]

d) Forward-backward

e) Maximum Likehood Extimator (metoda maximalg&rehodnosti)

Prikladem software pro odhad paranietrodelu je programovy prasddek Matlab (moduly ,Systém
Identification Tool", ,Time Series Analysis Toolbxatd.) firmy MathWorks nebo program pro
statistické vypoty Systat firmy SPSS.

6.3. Ovérovani modelu

Ovéiovani (diagnostika) modelu ma za ukol potvrdit nehmitnout adekvatnost modelu. Existuje
nékolik metod o¥ieni modelu, jako jsou napmetoda peparametrizovani modelu, metoda
odhadnutych rezidui nebo Portmanteu test, test pbkumnulativniho periodogramu apod. Podrobny
popis &chto metod je uveden v publikaci [1], strany 136.48. Kazda metoda posuzuje model

z riznych hledisek a siznou &innosti, doportuuje se proto pouZzit vice metod gasrg.

PodeZeni na neadekvatnost modelu jeiildpd tehdy, jestlize jsou ne@mé velké standardni
odchylky odhadnutych paramétnebo je neugrné velka hodnota rozptyIWf. V tom pipack

pouzijeme model s&Sim p@tem parametr (vySSiharadu). Jestlize novy model vede ke snizeni
smérodatné odchylky odhaca odhady no¥zavedenych paramétjsou vyraz# nenulové, pak
pavodni model nahradime novym ragsiym modelem. Tento postup je principem metody
pieparametrizovani modelu, uvedené v odstavci vyse.

7. Pouziti AR model 0 v praxi

Kde se pouziva aproximace AR modelem?

- pro parametrickou spektralni analyzu

- fyzikalni modely (jako je naprozpoznévanieci)

- modely se sinusovym fiiochem

- signélové filtry

- modelovani vyvijejicich se Sirokopasmovych sigr(&lgndly, jejiZz spektra sedase vyvijeji —
nag. tnavovy test materialu)

- zpracovani signalu z EKG nebo vyi@atani mozkové aktivity

DalSi informace k pouziti AR modelu viz [7].

Prikladem praktického pouZziti AR modelu je restaunagsokofrekverinich sloZzek v hudebnim
signdlu, které se ztratily nagllouhodobym skladovanim na magnetofonové padoe restaurace
poSkozeného signaldipmahravani ze starych gramofonovych desek

U modelovani signélpomoci autoregrese je vysoka rozliSovaci schopnestdy AR znéné zavisla
na giitomnosti Sumu. Kdyz se p@msignal/Sum zmenSuje, je zapadii k ziskani stejného rozliSeni
vySSitad modelu. HIiS velky fad modelu ale Zjsobuje chyby ve vypiteném spektru. AR modely
nejsou pilis vhodné pro identifikaci jednoduchych, sinusoyspektralnich slozek. Pro analyzu

ptechodovych signélje I1épe pouzit waveletovou transformaci [4].
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Priloha 1 - Vyznam parametru FPE p # praci s AR modely v software Matlab

FPE (Final Prediction Error) je kritérium, kterémmuziva k wtenifadu autoregresniho
modelu. Jeho autorem je Akaike aipapolu s AIC kritériem (Akaike Information Criten)
mezi nejstarsi a n&gstji pouzivana kritéria.

Kritérium FPE pro stanovem@du autoregresniho modelu ma tvar:
FPE(K) =logo? + (2k)/n
kde n je délka analyzovatiady

Pro rostouci parametr k - AR(K) od nuly po sprakdy p modelu AR(p) mé odhad rozptylu
klesajici tendenci, porekrateni p kolisa kolem spravné hodnoty rozptylu. Zdlkanstrukci
odhaduradu modelu imo na minimalizaci rozptylu by vedlo k neémému preferovani
velkych hodnot k. Proto se pouziva penaliddunkce w(k), ktera penalizuje volbiiilps
vysokéharddu modelu.

Odhadradu modelu obeéziskame minimalizaci odhadového kritéRaéd modelu se duje
na zaklad kompromisu mezi malymi hodnotami penatimafunkce a velkymi hodnotami
odhadu rozptylu.

Rad autoregresniho modelu se na z&kkiéria FPE utuje tak, aby fi ném byla minimalni
chyba pedpowdi o jeden krok dofedu (pracuje se vém s tzv. asymptotickouigtdni

¢tvercovou chybouiedpowdi). Tato gedpod je zaloZzena na odhadnutém modelu prav
posuzovanéhtadu a na danych pozorovanigh,k =1,---,n.

Formdalre je FPE specialniifpad kritéria AIC.
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